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The Evolution of Logic pertenece a la serie de Cambridge University
Press titulada The Evolution of Modern Philosophy, que trata de
ofrecer un panorama completo de la filosofia contemporanea y de
como ha sido su desarrollo durante los dltimos ciento cincuenta
afios. Se espera que dicha coleccién sirva como una enciclopedia
que contenga los conceptos filosoficos mas basicos utilizados en la
filosofia contempordnea. Asi, como parte de la serie, el libro tiene
como objetivo ofrecer a un filésofo sin formacion especializada en el
area una visi6bn panordmica y completa del desarrollo de la légica en
el dltimo siglo y medio.

William Hart, el autor del libro, intenta proporcionar una herra-
mienta que ayude a cerrar un poco la brecha que se cred entre fil6-
sofos y 16gicos matematicos a partir del final de la Segunda Guerra
Mundial, cuando se reconocié a la 16gica matematica como una sub-
disciplina de la matematica y los logicos empezaron a tener presencia
casi exclusivamente en los departamentos de matematicas. Segin el
autor, esto ocasiond que los 16gicos que tradicionalmente tenian un
contacto directo y profundo con la filosofia, poco a poco se fuesen
alejando de esta disciplina, lo que a su vez provocd que los filéso-
fos, en general, tuviesen un menor conocimiento de los resultados
contemporaneos de la l6gica matematica. Para alcanzar su objetivo,
a lo largo del texto el autor muestra algunos de los resultados mas
destacados de la logica matematica que se desarrollé durante la se-
gunda mitad del siglo XX, en particular en la teoria de conjuntos, en
la teoria de la recursién y en la teoria de modelos.

El libro se compone de diez capitulos. En los primeros cinco se in-
troducen las técnicas y los temas mas basicos de la 16gica matematica
y su relacion con las posturas de filésofos prominentes como Frege,
Russell, Tarski, Quine, Kripke, etc., y ademas incluyen una gran
cantidad de conceptos y resultados. Practicamente cada hoja contie-
ne una definiciéon y durante toda la lectura se establecen relaciones
de dichos conceptos con distintas posturas filoséficas. Del capitulo 6
al capitulo 9 hay una serie de importantes resultados y de sus res-
pectivos esbozos de prueba. Estos capitulos son casi completamente
técnicos, pues en concreto, encontramos la prueba de consistencia
relativa de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel sin axioma de
eleccion (ZF) con la hipotesis del continuo (HC), la hipétesis gene-
ralizada del continuo (HGC), el axioma de eleccion (AE), el axioma
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de constructibilidad (V=L) y sus negaciones. Aparecen también el
teorema de Post y el teorema de Morley. El dltimo capitulo contiene
una serie de reflexiones en torno a estos resultados y su relevancia
filoséfica. A continuacién, presento una serie de comentarios sobre el
contenido de cada capitulo.

El primer capitulo, “Cantor’s Paradise”, esta pensado como una in-
troduccion filosdfica a la teoria de conjuntos donde se presenta una
serie de conceptos basicos de esta disciplina, la cual, los filésofos no
especializados en légica, pueden seguir facilmente, ademas se da una
explicacion intuitiva de la nocion de conjunto y se contrasta con otras
nociones como las de propiedad y las de clase. Asimismo, se definen
los niimeros ordinales y los niimeros cardinales, se reconstruye la
hipétesis del continuo y se explica el significado de indecidible en la
teoria de conjuntos Zermelo-Fraenkel mas axioma de eleccion (ZFC)
(el resultado se debe a Godel (1939) y a Cohen (1963)). Por dltimo,
se presentan algunas paradojas famosas como la de Cantor y la de
Burali-Forti.

El capitulo 2 explica la influencia de Kant en la filosofia de las
matematicas y la 1dgica contemporaneas. En particular, la distinciéon
que hace entre conocimiento a priori y conocimiento a posteriori es
de gran relevancia para estas ramas de la filosofia, pues el conoci-
miento 16gico y el matematico son los dos ejemplos paradigmaticos
de conocimiento a priori. Una vez presentada la postura de Kant, el
texto se centra en la postura de Frege. Este tltimo estaba de acuerdo
con Kant en que la geometria es sintética a priori, pero apoyo la tesis
de que la aritmética es analitica. La estrategia argumentativa de Frege
consiste en aceptar la postura kantiana respecto a que la l6gica es ana-
litica y @ priori y mostrar que las verdades de la aritmética se derivan
de ella; ésa es la razon por la que el proyecto recibe el nombre de
“logicismo”. A continuacién, el autor ofrece una reconstruccion mas
o menos detallada del proyecto logicista de Frege en relacion con
su filosofia del lenguaje y su ontologia, y ademas demuestra que el
sistema es inconsistente.

El capitulo 3 comienza mencionando las tres paradojas que afec-
taron a la teoria de conjuntos y al logicismo, a saber, la paradoja de
Cantor, la paradoja de Burali-Forti y la paradoja de Russell. Estas
paradojas representaron un serio reto a superar para dichas teorias,
pues muestran, respectivamente, que no puede haber un conjunto
que tenga como elementos a todos los conjuntos, ni un conjunto que
contenga a todos y s6lo los ordinales, ni un conjunto que contenga a
todos y s6lo los conjuntos que no se pertenecen asi mismos (so pena
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de generar una contradiccion). Sin embargo, la teoria de conjuntos
en la presentacién de Cantor y la teoria logicista de Frege permiten
la existencia de dichos conjuntos (o cursos de valores en el caso de
la teoria de Frege). A pesar de estas paradojas y los problemas que
generaban, las teorias logicistas y de conjuntos no fueron abandona-
das, en buena medida por el enorme potencial que ambas mostraban
para los fildsofos y los matematicos. En este capitulo se hace un re-
cuento de las soluciones propuestas a las paradojas y las teorias que
se obtuvieron como resultado. Se pone énfasis en las ideas centrales
detras de cada teoria y en las desventajas que cada una de ellas tiene.
Las teorias analizadas son la teoria de tipos de Russell, la teoria de
conjuntos de Zermelo, la teoria de clases de Bernays, von Neuman
y Godel (NBG) vy la teoria de conjuntos NF de Quine. Se explican
algunas de las principales diferencias entre ellas y como es que en
la mayoria de los sistemas no se puede demostrar la existencia del
universo conjuntista (y cémo aquellas que lo pueden hacer, como
NF, tienen menor poder expresivo y deductivo).

El capitulo titulado “The Universe and Everything” se centra en la
nocion de verdad y en cudl ha sido el tratamiento que la 16gica le ha
dado en el dltimo siglo. Se presenta la teoria de la verdad de Tarski
para lenguajes de primer orden y algunas ampliaciones posibles. Se
presenta también la teoria de la verdad de Kripke, asi como los
teoremas de Lowenheim-Skolem y el de complecién-correcciéon para
la 16gica de primer orden. En la parte final del capitulo se presenta
la paradoja de Orayen, la cual pretende mostrar que es filoséfica-
mente inadecuado elegir a la teoria de conjuntos para interpretar a
todas las teorias expresadas en el lenguaje de la 16gica de primer
orden.!

El capitulo quinto comienza con el planteamineto del dilema de
Benacerraf y una posible solucion, la solucién formalista. Este di-
lema sostiene, grosso modo, que debemos elegir entre aceptar que
las oraciones de las matematicas se analicen mediante una semantica
tarskiana (que supone la existencia de los objetos matematicos) o
aceptar una teoria del conocimiento que requiera tener acceso causal
a los objetos a los que se refiere la matematica (el problema es que
tradicionalmente se cree que los objetos matematicos son objetos abs-
tractos y no tenemos contacto causal con ellos).? Para que la solucién

" Para una presentacién detallada de esta supuesta paradoja véase Hurtado y
Moretti 2003. No hay un acuerdo general en que la paradoja de Orayen realmente
sea una paradoja; véanse, por ejemplo, Gomez Torrente 2003 y Rayo 2005.

% Para tener una perspectiva completa de este problema véase Benacerraf 1983, y
para una vision completa de Hart sobre este punto véase Hart 1991.
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formalista funcione es necesario que la extension de las proposicio-
nes demostrables sea la misma que la extensién de las proposiciones
verdaderas. Se da un esbozo claro de los teoremas de incomplecién
de la aritmética demostrados por Gédel en 1931. El primer teorema
de incomplecion muestra que la solucion formalista no es apropiada,
pues la verdad y la demostrabilidad no son coextensivas en sistemas
consistentes, recursivamente axiomatizables y en los que se pueda
expresar la aritmética basica.

Se presenta la nocion de computabilidad y la tesis de Church-
Turing, que si bien es posterior a la demostraciéon original de los
teoremas, ayuda a clarificar el contenido intuitivo de los teoremas de
Godel.

En el sexto capitulo, “Accommodating Cantor, se hace una nueva
exposicion de la hipotesis del continuo y de la hipétesis generalizada
del continuo. Se presenta la prueba de la consistencia relativa de
ZFC + HGC respecto a ZF dada por Godel. Para lo cual se construye
la jerarquia acumulativa de conjuntos y se ofrece la definicion de
definibilidad de un conjunto respecto a otro usando logica de primer
orden. Con eso se puede construir una nueva jerarquia mas delgada,
la jerarquia de los conjuntos definibles, L.

Un mapa de los resultados de este capitulo es el siguiente. Se utili-
zan los siguientes resultados (de los cuales se da un esbozo de prueba):
el teorema de Léwenheim-Skolem, el teorema de Shepherdson y un
resultado de Godel que garantiza que los subconjuntos constructibles
de un nivel M(w()) son miembros del nivel M(w(a+1)). Usando
estos resultados se puede mostrar que L es modelo de HGC, AE y
V=L. El desarrollo se da en tres pasos. 1) Mostrar que los conjuntos
constructibles pueden ser ordenados usando la definicion de L. Esto
muestra que L cumple con el teorema del buen orden (equivalen-
te al axioma de eleccion). 2) Probar que la operacion de potencia
(relativizada a subconjuntos constructibles) s6lo escala un nivel en
cardinalidad. Esto implica a su vez que no se tiene que subir mas
que un nivel (en cardinalidad) para construir los subconjuntos de un
cardinal dado, es decir, todos los subconjuntos constructibles de w(a)
estan en M(w(a + 1)) y entonces su cardinal es w(a +1). Esto hace a
la HGC verdadera en L. 3) Mostrar que ser un conjunto constructible
es invariante (absoluto) para L. Esto sirve para probar que todo lo
demostrado vale desde el punto de vista de L y no sélo desde el
universo entero.

En el séptimo capitulo podemos ver los resultados de Cohen que
completan la prueba de independencia de la HC respecto de ZF,
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usando la bien conocida técnica de forcing. También se prueba la
independencia del axioma de eleccion y de V=L respecto a ZF.
La técnica consiste en construir un modelo de ZF que contiene un
conjunto de reales no constructible, lo que implicara que V no es L
y que la HC es falsa en este modelo. Ademas, se muestra que existe
un conjunto de niimeros naturales que no es bien ordenable en este
modelo, lo que implica la negacion del axioma de eleccion.

Se describe con exactitud la técnica de forcing como aquella que
se apoya en la teoria de la verdad. La idea fundamental es que en
los modelos generados mediante forcing todos los objetos tengan
nombre. Asi, la verdad de oraciones cuantificadas universalmente se
simplifica a que la féormula cuantificada sea satisfecha por todos los
términos.

El octavo capitulo se centra en la prueba del teorema de Post.

En 1944 muchas teorias axiomaticas habian mostrado ser indecidibles
(si eran consistentes). Emil Post notd que cualesquiera dos de ellas eran
de la misma dificultad, en el sentido recién observado, y se pregunté si
todas las teorias axiomdticas indecidibles eran de la misma dificultad.
Esta pregunta es el problema de Post. (p. 206; la traduccion es mia.)

Que dos axiomatizaciones tengan el mismo grado de dificultad quiere
decir que el procedimiento que decida uno de los dos decide también
el otro. Este capitulo es complejo e incluye el material necesario para
entender la demostracion del teorema de Post (que afirma que existen
teorias con diferentes grados de dificultad), el cual incluye una gran
cantidad de conceptos de la teoria de la recursion.

En el pentltimo capitulo se analiza la nociéon de categoricidad de
teorias formales. Una teoria es categorica cuando todos sus modelos
son isomorfos. Se habla sobre las versiones de teorias matematicas
presentadas en el lenguaje de la logica de segundo orden, en parti-
cular se habla de la aritmética de Peano y de su categoricidad. No
obstante, se opta por hablar de teorias que se expresan en el lenguaje
de la l6gica de primer orden, pues se cree que la teoria de modelos de
la l6gica de segundo orden no ha sido desarrollada adecuadamente
por la comunidad matematica (esto no es del todo cierto; pueden
verse desarrollos sobre la categoricidad de las teorias de segundo
orden en Shapiro 1991, McGee 1997 y Uzquiano 2002).

Las teorias que se expresan en el lenguaje de la logica de primer
orden no pueden ser categéricas, excepto aquellas teorias que sblo
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tienen modelos finitos.? Es por ello que se introduce la nocién de -
categoricidad en primer orden: dado un cardinal infinito &, la teoria
es k-categorica sii todos los modelos de la teoria cuyo dominio tiene
cardinalidad x son isomorfos. Se prueba que la aritmética de Peano
es w-categorica. Se ofrece una clasificacion de las teorias categoricas
y se plantea una pregunta central: jsi una teoria es x-categdrica para
algin cardinal K no numerable, lo serd para todos los cardinales no
numerables? La respuesta, afirmativa, la proporciona el teorema de
Morley, que afirma que si una teoria es k-categorica para un cardinal
% no numerable, entonces es categorica para todos los cardinales no
numerables.

En el dltimo capitulo, “The Zoology of Reality”, aparece una
serie de reflexiones sobre las pruebas presentadas del capitulo 6 al
capitulo 9. Estas reflexiones no sélo son filoséficas, también incluyen
clarificaciones sobre lo que realmente se demuestra en cada prueba y
como estos resultados se relacionan entre si. Ademas, se esboza una
defensa del realismo que se apoya en estos resultados. Este capitulo
es interesante, aunque solo es comprensible para aquellos que han
podido seguir la exposicién de los cuatro capitulos anteriores o si ya
conocen los resultados.

Una vez descritos los temas contenidos en el libro, me parece
importante sefialar que no cumplen del todo con el objetivo del libro
como parte de la serie The Evolution of Modern Philosophy, pues,
mas que una historia del desarrollo de la 16gica de los tltimos ciento
cincuenta afios, es mas bien un panorama de una rama de la légica,
la 16gica matematica clasica. No se tratan en absoluto temas relacio-
nados con el desarrollo de las 16gicas no clasicas, sean extensiones o
rivales de la 16gica clasica. También es importante subrayar que no
se examinan los analisis de los resultados de los tltimos treinta afios,
lo cual en realidad no es un defecto mayor. Debido a su complejidad,
los resultados obtenidos en los dltimos afios en estas ramas de la
l6gica son casi inaccesibles para los filésofos sin una formacion espe-
cializada en matematicas (algunos resultados son incluso inaccesibles
para matematicos sin formacién especializada en 16gica y en teoria de
conjuntos, por ejemplo, para comprender los tratados que aparecen
en Woodin 1999 o en los dltimos capitulos de Jech 2003).

También es importante mencionar que el objetivo de Hart sélo se
cumple parcialmente, pues después de la mitad del libro un filésofo

*Esto es una consecuencia del teorema de Lowenheim-Skolem, pues toda teoria
con un modelo cuyo universo es infinito tiene modelos con dominios de cualquier
cardinalidad infinita.
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sin una buena competencia en logica matematica se ve imposibilitado
para seguir y entender las pruebas. La razon es que sblo se presentan
los esbozos de prueba, y hace falta una explicacion detallada de la es-
tructura de las mismas y los temas no son nada sencillos. De hecho,
desde mi punto de vista, la segunda parte del libro es conveniente
s6lo para aquellos que ya tienen un interés desarrollado por estos
temas y una formacién fuerte en el drea. Sin embargo, es claro que
para alguien con esas caracteristicas, este libro no es la mejor opcion.
Existen otros textos mas claros con presentaciones mas detalladas de
estos resultados, p.ej., Enderton 2001, Smullyan 1992, Kunen 1980,
Bell 1997, Smullyan 1993, y Boolos et al. 2007. Algo relacionado con
esto es que la presentacién de las pruebas no es la estandar. Esto es,
las pruebas de los teoremas de los capitulos 6 y 7 siguen el estilo
de prueba de un curso dado por Hilary Putnam en Harvard al que
Hart asisti6. Las pruebas son casi impecables, pero difieren de las
presentaciones mas comunes de estos resultados como Kunen 1980,
Bell 1977 y Jech 2003 (algunos de los libros de texto mas usuales
para pruebas de independencia). Usar pruebas menos comunes po-
dria estar justificado si se obtuviera un beneficio en la presentacién,
por ejemplo, la clarificacién de algin punto con influencia en la dis-
cusion filoséfica o bien una presentacion técnicamente mas sencilla
de los resultados. Lamentablemente esto no sucede, o no es claro que
suceda.

Otro problema es la presentacién del libro. Pues esta escrito sin
divisién en secciones o apartados (Gnicamente hay division por ca-
pitulos); ademads, no incluye notaciéon especial para presentar defini-
ciones técnicas, ni teoremas (por ejemplo, las definiciones se dan en
parrafos que incluyen mucha mas informacién). Esto provoca que
la lectura sea dificil, especialmente a partir del capitulo 5. Asi, en
el capitulo 5 se definen conceptos formales que se requieren en la
discusion del capitulo 8 (conceptos de la teoria de la recursion),
hay por lo menos dos problemas relacionados con la presentacién de
estos conceptos. El primero es que no se presentan de nuevo en el
capitulo 8 y el segundo es que la falta de notacién pertinente hace
muy complicado regresar al capitulo 5 y encontrar las definiciones
necesarias.

Con todo debo aclarar que si recomiendo el libro, con las siguientes
sugerencias. Si el lector no es especialista en 16gica, es prudente sélo
leer los primeros cinco capitulos y posiblemente el capitulo 10. Si el
lector conoce ya los temas, puede leer todo el libro para ver otro pun-
to de vista sobre los teoremas en cuestion. Creo que lo que mas vale
la pena son las discusiones filoséficas que se plantean en su primera
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parte, aunque también creo que no es la mejor opcién para tener un
primer acercamiento a la légica de la segunda mitad del siglo XX.

CRISTIAN ALEJANDRO GUTIERREZ RAMIREZ
Universidad Nacional Auténoma de México
cristian.mate@gmail.com
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